Analise de
Vigas




Diagrama de Corpo Livre da Viga

Analise de Vigas

Neste exemplo, temos a representacdo de uma viga biapoiada submetida a uma carga concentrada (P) aplicada no meio do vao. Inicialmente, a estrutura é
isolada de seus apoios, dando origem ao Diagrama de Corpo Livre da viga. Nesse diagrama, sdo representadas as for¢as externas aplicadas e as rea¢des de

apoio (R_A) e (R_B).
A partir desse modelo, vamos aplicar as equacdes de equilibrio estatico para determinar as rea¢des nos apoios. Em seguida, construiremos os diagramas dos

esforcos internos que atuam ao longo da viga: o diagrama de esforco cortante (V(x)) e o diagrama de momento fletor (M(x)). Esses graficos permitem
visualizar como a carga aplicada se distribui internamente na estrutura e identificar os pontos criticos de solicitagao.




Diagrama de Corpo Livre da Viga

A imagem apresenta o diagrama de corpo livre de uma viga biapoiada, submetida a uma carga concentrada P aplicada no vao. No DCL, sdo representadas
as reagdes verticais nos apoios A e B, indicadas por Ra e Rb, necessarias para o equilibrio da estrutura.

DCL
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Diagrama de Esforco Cortante (V)

Inicialmente, constroi-se o diagrama de corpo livre
da viga e determinam-se as reac¢des de apoio. Como
a carga concentrada P esta aplicada no centro do
vao, a estrutura é simétrica, resultando em:

A
5 A
Ra+Rb-P=0
R

A figura apresenta o diagrama de corpo livre de uma viga biapoiada, no qual os apoios em A e B sdo representados
por suas reacdes verticais Ra e Rb, equilibrando a carga concentrada P aplicada no vao.

DCL

5 Rb %endo Ra =Rb =

R=P/2

DCL

Depois disso, fazemos um corte a uma distancia
genérica x do apoio A. Ao analisar o trecho a
esquerda do corte e olhar para a face direita da

Q X /
secao, representamos o esfor¢o cortante interno V.
‘ Ra

Aplicando o equilibrio vertical nesse trecho, obtemos
V=Ra, portanto V=P/2.
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Diagrama de Esforco Cortante (V)

DCL
A

2Fy=0 A
Ra+Rb-P=0

Sendo Ra=Rb = f
R
R=P/2

(KN)

P/2

P

1

Ra

esforgo cortante. Como ja encontramos que, no primeiro
trecho, o cortante vale P/2, o grafico deve comecar no apoio
A com um salto vertical positivo de magnitude P/2.

: Agora comecamos efetivamente a desenhar o diagrama de

Em seguida, como nao existe carga distribuida entre o

Rb apoio e a carga concentrada, o valor do cortante nao se
altera. Por isso, tracamos uma linha horizontal constante
até o ponto onde a carga P esta aplicada.

V(x)
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Diagrama de Esforco Cortante (V)

DCL
A

dFy=0 A

Ra+Rb-P=0
Sendo Ra=Rb =
R

R=P/2

A

(KN)

P/2

V(x)

P

Ra
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Com Ra=P/2, o diagrama de esfor¢o cortante inicia

A com um salto positivo no apoio A. Como ndo ha

carregamento distribuido no primeiro trecho, o
esforco cortante permanece constante, sendo
representado por uma linha horizontal no valor

Rb V(X)=P/2

(u.m.)




Diagrama de Esforco Cortante (V)

2Fy=0

Ra+Rb-P=0
Sendo Ra=Rb =

R
R=P/2

Analise de Vigas

DCL

DCL

A A 4

»

Rb

ApOs a analise do primeiro trecho, realiza-se um novo
corte em uma secdo localizada a direita da carga
concentrada P, a uma distancia x do apoio A.

Ao isolar o trecho a esquerda do corte, passam a atuar
nesse segmento a reacdo de apoio Ra e a carga
concentrada P.




Diagrama de Esforco Cortante (V)

P

Agora chegamos ao ponto onde a carga
A B

DCL

concentrada P atua. Como ela esta voltada para
baixo, ela reduz o valor do esforco cortante. Por
sz — O isso, no grafico, ndo aparece uma linha inclinada,
Ra + Rb P = O mas sim uma queda vertical.

Sendo Ra=Rb = 1 ‘Rb

R Ra
R=P/2

(KN)

P/2

1

V(x)

(u.m.)
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Diagrama de Esforco Cortante (V)

P
DCL
A B
Fv =0 Observacdo técnica:
Z y - Antes da carga: V=+P/2 depois da carga: V=—P/2. Ou
Ra+Rb-P=0 seja, a carga concentrada P provoca uma queda
Sendo Ra = Rb — 4 vertical de magnitude P no diagrama de esforco
cortante.
R Ra Rb
R=P/2
(KN)
P/Z'F
V(x
X (u.m.)
-P/l24 .
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Diagrama de Esforco Cortante (V)

DCL

A y Apos a carga concentrada P, o cortante passa a ser

ZFy = O —P/2 e permanece constante até o apoio B. No apoio
Ra + Rb - P — O B, a reacao Rb=P/2 provoca um salto positivo,

fazendo o diagrama retornar a zero e concluindo o

Sendo Ra=Rb = N gréfico.
R
R = P/2 Ra ‘Rb
(KN)
P12
V(X) C
P2 }
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Diagrama de Esforco Cortante (V)

2Fy=0
Ra+Rb-P=0
Sendo Ra=Rb =
R

R=P/2

1




Diagrama de Momento Fletor (M)

DCL

A v B ApOs determinar as reacdes de apoio, realiza-se um corte a
uma distancia x do apoio A. No trecho isolado, atua a reagdo
ZFy = O Ra, que gera momento em relacdo a se¢do cortada.
Aplicando o equilibrio de momentos, obtém-se:
Ra+Rb-P=0

Sendo Ra=Rb = M(x)=Rax=P/2x
R Ra Rb Assim, no primeiro trecho, o momento fletor cresce
R=P/2 linearmente a partir do apoio A.

DCL
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Diagrama de Momento Fletor (M)

P
DCL
A B
‘Ra ‘Rb
M
SFy=0 v ' 2M=0
Ra-V=0 )0 Ra.x - M= 0
= Ra X M = Ra.x

Ra
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Diagrama de Momento Fletor (M)

P
DCL
A B
‘Ra ‘Rb
M

SFy=0 k \ | 2M=0
Ra-P-V=0 Ra.x - P.(x-k) - M= 0
V = Ra-P M = Ra.x - P(X'k)

Ra
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Diagrama de Momento Fletor (M)

P
DCL
A , B
‘Ra ‘Rb
2Fy=0
Ra-P-V=0
V = Ra-P
k Vv
X
Ra
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SM=0
Ra.x - P.(x-k) - M=10
M = Ra.x - P(x-k)

Se K=1L/2 e P>Ra

Entdo P.x>Ra.x

Significa que o Momento
E positivo
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Diagrama de Momento Fletor(V)

DCL Para o primeiro trecho da viga, 0=x=<L/2, o momento
A B fletor é obtido pelo equilibrio da se¢ao cortada. Como
Y Ra =P/2, tem-se:

A A M(x)=Rax = (P/2)x.

A Assim, o diagrama de momento fletor cresce
linearmente a partir do apoio A.

Ra Rb

(KN.m)
Para x < L/2

M(x) (u.m.)

17
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Diagrama de Momento Fletor(M)

Rb

P
DCL
AA | A
Ra
(KN.m)
Para x < L/2 Para x > L/2
M(x) = Ra.x M(x) = -(P-Ra).x + PL/2

M(x)

Analise de Vigas

(u.m.)

O diagrama de momento fletor é construido por
trechos. Para x<L/2, o momento cresce
linearmente seqgundo :

M(x)=Rax

Para x>L/2, a carga P passa a atuar no trecho
analisado, em:

M(x)=Rax—P(x—L/2)

O grafico é triangular, com momento maximo no
centro do vao.
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Diagrama de Momento Fletor (M)

P
DCL
A } B
Ra ‘Rb

(KN.m)

Para x < L/2 Para x > L/2

M(x) = Ra.x M(x) = -(P-Ra).x + PL/2

V(x) N

(u.m.)

Momento maximo

Analise de Vigas )




Diagrama de Momento Fletor(V)

P
DCL
A ! B Momento maximo
A A i. M(L/2) = RaL/2 = PL/4
ii. M(L/2) = -(P-Ra).L/2+PL/2
4 M(L/2) = -PL/2+RaL/2+PL/2
Ra ‘ Rb M(L/2) = RaL/2 = PL/4

(KN.m)

Parax <L/2 Para x> L/2

M(x) = Ra.x M(x) = -(P-Ra).x + PL/2

V(x)

(u.m.)
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Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

Analise de Vigas

(KN)

P/2

1

- P/24

(KN.m)

M(x)

Para x < L/2
M(X) = Ra.x

" (u.m.)

Para x> L/2
M(x) = -(P-Ra).x + PL/2

(u.m.)
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Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

P kn/m
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Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

P kn/m

DCL

A ! B
» m Ji

‘Ra = PL/2 ‘Rb = PL/2
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Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

R=P.L

DCL
B

J

‘Rb = PL/2




Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

DCL
A B
A Lm N
‘Ra =PL/2 ‘Rb = PL/2
Cortante (V) Momento (M)
Ra- Px/2 -V=0 Ra.x-Px/2.x-V=0

V =-P.x%/2 + PL/2.x
V=-Px/2+

PL/2 Vv

5O

Ra
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Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

DCL
A B
A L A
‘Ra = PL/2 ‘Rb = PL/2
Cortante (V) Momento (M)
40/3 -10.x/2 -V = bRa.x + PX/2.Xx+ M =
0 R = 10.x/2

— 2
V=-5x+40/3 M =-5.x°+40/3.x

>0

Ra
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Diagrama de Esforco

Cortante (V) e Momento Fletor

DCL
A B
JA L J
Ra | Rb [ pp -
Ra = PL/2 ‘Rb = PL/2
Cortante (V) (KN.m) , ] Momento (M)
ara x < )
Ra- Px/2 -V=0 Ra.x-Px/2x-V=0
V(x) V =-P.x*/2 + PL/2.x
V=-Px/2+
PL/2

Analise de Vigas

fe.m.)
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Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

DCL
A B
A L m A
Ra | Rb -
2= L/ ‘Rb = PL/2
Cortante (V) (KN) Para x < L

Ra-Px-V=0 f
V(x)
V =-P.x+ PL/2

\](Um)
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Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

Cortante (V) (KN) | parax<lL

Ra-Px-V=0 1
V(X)
V=-Px+PL/2

\](Um)

(KN.m)
Momento (M) Parax <L

Ra.x-Px/2x-V=0 M(x)
V =-P.x?/2 + PL/2.x

29
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Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

Cortante (V) (KN) Para x < L

Ra-Px/2-V=0 1
V(X)

V=-Px/2+

PL/2

(KN.m)

\](Um)

Momento (M) Parax <L

Ra.x-Px/2x-V=0 M(x) \M
Maximo

V =-P.x?*/2 + PL/2.x

(u.m.)
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Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

Cortante (V) (KN) Para x < L

Ra-Px/2-V=0 1
V(x)

V=-Px/2+

PL/2

(KN.m)

\](Um)
Momento (M) Parax <L

Ra.x-Px/2x-V=0 M(x) \

V = - P/2.x% + PL/2.X \

(u.m.)

Momento méaximo = - A/da
-ANda = - (b?-4ac)/4a
-A/4da = - (P?L%/4 - 0)/4(-P/2)
-A/da = PLY8
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Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

10 kn/m

| B
A 3m A Tm
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Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

10 kn/m

| B
A 3m A Tm
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Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

R=P.L
DCL
A B
A 3m A Tm
‘Ra Rb
- Primeiro passo:
determinar as reacdes de apoio
i } SFy =0 i. csz=o Sendo i e ii:
Ra-40+Rb=0 Momento em rela¢do ao ponto Ra = (120 - 80)/3
A: Ra = 40/3

-40.2 + Rb.3=0
Rb = 80/3 KN
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Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

R=P.L
DCL
A | B
Ra =40/3 ‘Rb = 80/3
Cortante (V) N Momento (M)
40/3 = 10.x=V = \ -Ra.x+Pxx/2-M=0
0 y M = - 5.2 + 40/3.X
V=-10.x+40/3

) @ M'(x)=V(x) = -10x + 40/3
OK

Ra

35
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Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

R =10.(3+x)

Analise de Vigas

Cortante (V)
40/3 -10.(3+x) +80/3-V=0
V=-30-10x+40=-10x +10

Momento (M)
-Ra.(3+x) + P.(x+3).(x+3)/2-Rbx + M =0

-M = - 40 - 40.x/3 + 10(x%+6x+9)/2 - 80.x/3
-M =-40 - 40x + 5x? +30x +45
M=-5x2+10x -5

M’'(x) = V(X) =-10x +10 OK




Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

Analise de Vigas

REGRA PRATICAPARA O MOMENTO INTERNO M

Ao cortar aviga, isole um dos lados da secao.

As forgas externas do trecho isolado tendem a girar a barra em um determinado sentido.
O momento interno Maparece na secao cortada para equilibrar essa tendéncia de giro.
Portanto:

O momento interno sempre resiste ao giro causado pelas forc as externas.

Depois de encontrar o sentido real de M, aplica-se a convengao de sinal:

|Tra¢;a”0 nas fibras inferiores > M > 0|

|Tra¢;a”0 nas fibras superiores => M < 0|

Assim:
M > 0 = momento positivo ou sagente
M < 0 = momento negativo ou fletor superior

Uma versao mais curta para caber melhor no slide:

REGRA DE OURO

O momento interno resiste a rotacio causada pelas forcas externas.

Se aflexdo traciona as fibras inferiores:
M>0
Se aflexdo traciona as fibras superiores:
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Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

Analise de Vigas

0<x<3 KN
40/3
40 1
Vi(x) =?—10x 0
40
M, (x) =?x—5;’c2
-50/3 -
KN.m

Mméx(4/3) = 80/9.

4m
"""""" 0<x<1
V, (x) = 10— 10x
M,(x) = —-5x*+10x—5

e N/ am
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O que é deflexao?

A deflexao é o deslocamento transversal do eixo longitudinal da viga.
Representa-se por:
v(x)
onde:
v(x)=deslocamento vertical da viga em funcao da posicdo da curva deformada do eixo da viga é chamada de linha elastica ou
curva de deflexao.
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O que é deflexao?

A deflexao é o deslocamento transversal do eixo longitudinal da viga.
Representa-se por:
v(x)
onde:
v(x)=deslocamento vertical da viga em funcao da posicdo da curva deformada do eixo da viga é chamada de linha elastica ou
curva de deflexao.
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O que é deflexao?

A deflexao é o deslocamento transversal do eixo longitudinal da viga.
Representa-se por:
v(x)
onde:
v(x)=deslocamento vertical da viga em funcao da posicdo da curva deformada do eixo da viga é chamada de linha elastica ou
curva de deflexao.

b e
— —
_— o . —-—— -
B e - —
— o —
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O que é deflexao?

A deflexao é o deslocamento transversal do eixo longitudinal da viga.
Representa-se por:
v(x)
onde:
v(x)=deslocamento vertical da viga em funcao da posicdo da curva deformada do eixo da viga é chamada de linha elastica ou
curva de deflexao.

b e
— —
_— o . —-—— -
B e - —
— o —
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O que é deflexao?

A deflexao é o deslocamento transversal do eixo longitudinal da viga.
Representa-se por:
v(x)
onde:
v(x)=deslocamento vertical da viga em funcao da posicdo da curva deformada do eixo da viga é chamada de linha elastica ou
curva de deflexao.

b e
— —
_— o . —-—— -
B e - —
— o —
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O que é deflexao?

A deflexao é o deslocamento transversal do eixo longitudinal da viga.
Representa-se por:
v(x)
onde:
v(x)=deslocamento vertical da viga em funcao da posicdo da curva deformada do eixo da viga é chamada de linha elastica ou
curva de deflexao.

b e
— —
_— o . —-—— -
B e - —
— o —
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O que é deflexao?

A deflexao é o deslocamento transversal do eixo longitudinal da viga.
Representa-se por:
v(x)
onde:
v(x)=deslocamento vertical da viga em funcao da posicdo da curva deformada do eixo da viga é chamada de linha elastica ou
curva de deflexao.
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O que é deflexao?

A deflexao é o deslocamento transversal do eixo longitudinal da viga.
Representa-se por:
v(x)
onde:
v(x)=deslocamento vertical da viga em funcao da posicdo da curva deformada do eixo da viga é chamada de linha elastica ou
curva de deflexao.

b e
— —
_— o . —-—— -
B e - —
— o —
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Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

P kn/m

DCL

A ! B
» m Ji

‘Ra = PL/2 ‘Rb = PL/2
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Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

Cortante (V) (KN) | parax<lL

Ra-Px-V=0 1
V(X)
V=-Px+PL/2

\](Um)
(KN.m)
Momento (M) Parax <L
Ra.x - Px/2.x-M= M(X) m\
0

V =-P.x*/2 + PL/2.x

(u.m.)
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Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

Para carga uniformemente distribuida P, o cortante correto é:

PL
V(x) =——Px
2
A equacao do momento com carga distribuida uniforme:
PL Px?
M =—X——
com dominio:
0<x<=<L
A partir dela:
d?v
El W = M(.?C)
d’v PL  Px?

= —X
dx? 2 2
Integrando duas vezes e aplicando as condigdes de apoio:
v(0) =0
v(L) =0
obtém-se:

P
_ 3_ .4 _ 3
v(x) SAE] (2Lx> — x* — L°x)

Essa expressao considera deslocamento positivo para cima. Porisso, no meio do vao, o valor sai negativo:
L 5PL*

v (E) = T 382Kl

Analise de Vigas
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Diagrama de Esforco Cortante (V) e Momento Fletor

Logo, a flecha maxima em maddulo é:

S = o
max T 384F]
PL
Vix) = >~ Px
< <
vy _PL_Px? O=x=1L

v(x) = L(2Lx3 —x* — L3x)
24E1

. 5P L4 L
max = 3g4p] M T3
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Flambagem: ideia central

Flambagem € uma falha por instabilidade, nao necessariamente por ruptura do material.

Uma barra comprimida pode perder estabilidade lateral antes de atingir a tensao de escoamento.
« P < P.. = equilibrio estavel

e P=P..= equilibriocritico

« P> P.. = flambagem

Analise de Vigas
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Carga critica de Euler

Parauma colunaideal, reta, elasticae comprimida axialmente:

Onde:

* P.. = carga cnitica de flambagem

E = modulo de elasticidade

I = menor momento de inercia da secao

L = comprimento real da coluna

K = fator de comprimento efetivo

A flambagem ocorre preferencialmente em torno do eixo de menor rigidez, por isso usa-se o menor /.

Analise de Vigas

m2El

PCT' = (KL)Z
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Comprimento efetivo

C;omprimento efetivo

L. = KL
p n?El

Valores usuais:

e articulada-articulada: K = 1,0
* engastada-livre: K = 2,0

* engastada-articulada: K = 0,7

* engastada—-engastada: K = 0,5

Quanto maior o comprimento efetivo,

menor a carga critica.

Analise de Vigas

Condlgoes de apoio e fator de comprimento efetivo (K)

O - £V @ +
Articulada - Articulada Engastada - Livre
L K=1,0 L K=20
=4 , fpo= 2L
v %7 v % 7
0 3 Z@‘ 0 3 Z
Engastada - Articulada Engastada - Engastada
L K~0,7 L K=0,5
L= Q7L L =05L
-, . = . T

Le = comprimento efetivo
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Indice de esbeltez

Oraiode giracao é:

I

r = 2

O indice de esbeltez é:

KL
_?‘

A

A tensao criticade Euler pode ser escrita como:

Py  mE
A (KL/r)?

Ocr =

Colunas muito esbeltas tendem a falhar por flambagem elastica.

Colunas curtas tendem a falhar por compressao/escoamento.
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Regra pratica para resolver problemas

Analise de Vigas

|dentificar as condi¢gdes de apoio.

Escolhero fator K.

Calcular o comprimento efetivo:
L, =KL

Escolhero menor momento de inércia:

I min

Calcular a carga critica:

T2Elin

PCT' = (KL)Z

Comparar com a carga aplicada:
P < P., = seguro contra flambagem
P = P.,. = risco de flambagem
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